Kisitsiz Cok Degiskenli Optimizasyon

n degiskenli bir f fonksiyonunun gradyanti (gradyant vektori) asagidaki gibi
tanimlanir:

vF = af of af
/= ox,  0x,” " 0x,

Vf, f fonksiyonunun birinci kismi tirevlerini géstermek Uzere
Vf(x) =0

esitligini saglayan x, noktalarina kritik nokta veya duragan nokta adi verilir.
Bunlardan maksimum ya da minimum olan noktalara ise u¢ nokta (extrem nokta)

denir.

Buradaki f fonksiyonunun, ikinci kismi tlrevlerinden olusan ve simetrik olan

matrise Hessian matrisi adi verilir ve H ile asagidaki bicimde gosterilir.
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Ornek : f=Ffx)=f(x;,x,x3) = x5 + 2x,x, + x4 fonksiyonunun gradyant
vektorinu ve Hessian matrisini bulunuz. Daha sonra Vf(1,1,—1) ve H(1,1,-1)

ifadelerini elde ediniz.
Cozim:

of of of
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Vf =

VF(L,1,-1) = (5,2,—4)
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olur.

Teorem: x, kritik (veya duragan) noktasinin, f(x) fonksiyonunun bir u¢ noktasi

olmasi igin yeterli sart; bu noktadaki Hessian matrisi,

i) pozitif tanimh oldugunda x, noktasi yerel minimum noktadir.
i) negatif tanimh oldugunda x, noktasi yerel maksimum noktadir.
iii) negatif yada pozitif tanimh degilse x, noktasi eyer(semer, dénim)
noktasidir.
NOTL1: Hessian matrisinin asal mindrlerinin degerlerinin hepsi pozitif ise, H matrisi

pozitif tanimhdir.

Asal mindrlerin degerlerinin isaretleri (-,+,-.+,...) seklinde degisiyorsa H matrisi
negatif tanimhdir. ( k. Asal min6riin degeri (—1)* ile ayni isarete sahipse matris

negatif tanimhdir, k = 1,2, ...,n).



Ornek : f=fx)=f(x;,x5,x3) = x% —x% +x3 — x,x3 — 2x,%3 + 4%, + 20
fonksiyonunun ekstremum noktalarini arastiriniz?

Cozim:
of of of
Vf =|—, —, =|2x;,—2 4, —2x,— X3, @ 2X3—X,— 2
f ox,’ 0x, 0xs [ 2%, X3+ Xy — X3 X3 — Xy Xy ]
Vf =0 ise

2xl_ZX3+4:0
—ZXZ—X3=0
2x3_xZ_ZX1:0

ortak ¢ézimuinden, x, = (x19, X290, X30) = (=10, 4, —8) bulunur. Bu nokta, kritik

noktadir.

Bu noktadaki Hessian matrisi agagidaki gibidir:

2 0 -2
H=|0 -2 -1
-2 -1 2
Birinci esas minér: |2| = 2 (pozitif)
_— .12 0] _ .
Ikinci esas minor : |O B 2| = —4 (negatif)
) 2 0 -2
Uglncli esas minor: | 0 -2 —-1[=-2 (negatif)
-2 -1 2

NOTZ1’de verilen bilgilere uymadigi igin Hessian matrisi ne negatif tanimli nede pozitif

tanimlidir. O halde x, = (x19, X320, X30) = (=10, 4, —8) noktasi, bir donum
noktasidir.



Ornek: f(x) = f(x;,%;,%x3) = —x? — 2x% —x% + x,x, + x3  fonksiyonunun optimal

noktalarini bulunuz.

Cozim:
Vf = 369{1' :9{2' a@;; =[-2x;+x, , —4x,+x; , —2x3+1]
Vf =0 ise
—2x1+x, =0
—4x, +x;, =0
—2x3+1=0

ortak ¢ozimunden, x, = (X109, X20, X30) = (0, 0, 1/2) bulunur. Bu nokta, kritik

noktadir.
Bu noktadaki Hessian matrisi agagidaki gibidir:

-2 1 0
1 -4 0
0

0 -2

H =

Birinci esas minor: |-2| = -2 (negatif)

ikinci esas mindr : |_f 3 }L| = 7 (pozitif)

-2 1 0
Uglinciesas minér:| 1 —4 0|=-14 (negatif)
0 0 -2

NOT1'de verilen bilgilere gore Hessian matrisi negatif tanimhdir. O halde x, =

(%10, X230, X30) = (0, 0, 1/2) noktasi yerel maksimum noktadir.



